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Ecuaciones Diferenciales I. Examen XVIII

Ejercicio 1. Encuentra la soluciéon del problema
2" +9r =1, z(0)=0, 2/(0)=0
Busquemos una solucién particular de la forma z,(t) = at® + 8t + 7. Tenemos
que:

'(t) = 2at + 5,

Tp
) (t) = 2.

Por tanto, como buscamos que sea solucion, hemos de imponer:

9a = 1, a =1/y,
204+9(at?+Bt+7) = t* = 9at* +98t+9y+2a = t* = 98 =0, p =< =0,
9y + 2a = 0. v = ~2/s1.

Por tanto, una solucion particular del problema es:

2 2

Busquemos ahora la solucion de la homogénea. Sus valores propios son:
N 4+9=0= )= +3i
Trabajando con el valor propio A = 3i, tenemos que una soluciéon compleja de la

homogénea es: ‘
x(t) = e* = cos(3t) + i sen(3t) teR.

Por tanto, la solucion general de la homogénea es:

x(t) = c1 cos(3t) + co sen(3t) teR.

Por tanto, la solucion general del problema es:
2

x(t) = ¢ cos(3t) + casen(3t) + 9 &l teR.

Imponiendo las condiciones iniciales, tenemos que:

0)=ci— 2> =0= ¢ =
WEaTe T TR

2t
2'(t) = —3cy sen(3t) + 3¢y cos(3t) + 3
3co =0= ¢y, =0.

z'(0)
Por tanto, la soluciéon del problema es:

2 22
z(t) = sl cos(3t) + 9wl t €R.
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Ejercicio 2. Sea Z el espacio de soluciones del sistema ' = Ax donde A es la

matriz 2 X 2
01
1= (0 o)

Consideramos la aplicacién lineal ¥ : Z — R? U(z) = (x,(0),29(1)). Encuentra
ker W.

Tenemos que:
kerWV={rxeZ:¥(x)=0} ={zre€Z:2(0)=0,25(1) = 0}.
El sistema podemos escribirlo como:
Ty = w9,
xy = 0.

Por tanto, tenemos que toda solucién xs(t), al ser de clase 1 en R y tener derivada
nula, es constante. Por la condicién inicial, tenemos que:

zo(t) = 22(1) =0 teR.
De igual forma, tenemos que:
i=0=2(t)=21(0)=0 teR
Por tanto, tenemos que:
kerW = {x € Z:x(t) =0,22(t) = 0} = {0}.

Ejercicio 3. Demuestra que la funcién

241 242 t?+3 ... t*+n
t?+1 B+2 B3+3 ... t3+n
X(t) = : : : :
"+ 1 "+ 2 t"+3 ... t"+4+n
tn+1+1 tn+1_|_2 tn+1+3 tn+1+n

es derivable y calcula x/(0).
Como cada componente de la matriz es un polinomio en ¢, cada componente es
derivable en todo R, luego x es derivable en todo R, con derivada:

2t 2t 2t ?2+1 t*+2 ... t24n
B +1 B+2 ... tB4+n 3t2 3t? 3t?
X() =1 : S N : S
t"+1  t"+2 ... t"+n t"+1 t"+2 ... t"+n
(AL AL ) N ALy ) (AL AL ) N ALy )
241 t?4+2 ... t24+n
B3+1 tB3+2 ... t4+n
"+ 1 "+2 ... t"+n
(n+ 1t (n+ 1" ... (n+1)t"

Por tanto, evaluando en el punto t = 0, tenemos que x’(0) = 0, ya que cada
determinante tendréd una fila de ceros.
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Ejercicio 4. Demuestra que la sucesién de funciones { f,,} converge uniformemente
en el intervalo [0, 1] si f,, : R — R estd definida por las férmulas recursivas

t
fot) =17, fona(t) =T+ / Vs + t2f,(s)ds.
0
Para ello, usaremos el Test de Weierstrass. Veamos que:
t
1) = fot)] = | [ VEFER(s)ds
0

= 7/t\/32+t2ds
=7V2 > < TV2.
|ﬁ@—ﬁ@h34¢§+Wﬁ@—nmmS

/0 VETRds
/ot V52 + 2(fo(s) — fuls))ds
/Ot V52 + 2sds

<7

¢
/ vV 2t2ds
0

<7V2 < T(V2)? <7(v2)*- = 7(V2)%.

t
/ds
0

= 7(@)3;

t
/ tds
0
t
/ sds
0

|f3(t) — f2(t)| =

< 7(V2)? <T(V2)3 -

Demostremos por induccién que:

n tn
[Fa(8) = fa()] < T(V2)"

» Para n = 0, tenemos que:
1

1f1(t) = fo(t)] < T(V2) o

= Supongamos cierto para n, y veamos que es cierto para n + 1. Tenemos que:

\nww—nﬂwhié¢§+ﬂm4@—n@m8

t
< 7(V2)" ! / Vs? + t2sds| < 7(V2)"H2
0

tn+1

(n+ 1)1

= 7(V2)"*

Por tanto, tenemos que:

(vV2)"

t’n
| fas1(t) — fu(t)] < 7(\/5)"“5 <TV2- - te[0,1].
Definimos entonces la sucesion de ntmeros reales:
2 n
Mn:7\/§-(\/_) n € N.

n!

6
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o0
Veamos ahora que la serie Y M, converge. Para ello, usando el desarrollo en
n=0
serie de Taylor de la funcién exponencial, tenemos que:

[e.9] o 2 n
SM a2 s
n=0 n=0 s

Por tanto, por el Test de Weierstrass, la sucesién de funciones {f,} converge
uniformemente en el intervalo [0, 1].

Ejercicio 5. Dado un sistema lineal y homogéneo 2’ = A(t)x con A : [ — RV*N
continua, se considera una matriz solucién ® : I — RY*¥_ Demuestra que el rango
de la matriz ®(t) es independiente de ¢.

Sea & = (¢1 | -+ | &), con ¢; la columna i-ésima de ¢ una solucién del sistema.
Veamos que el rango de ®(t) es el nimero de soluciones linealmente independientes
de ®, y que por tanto no depende de t.

Sea Z el espacio de soluciones del sistema. Consideramos el subespacio vectorial
de las combinaciones lineales de las columnas de ®:

N
V:{ZCZ¢Z|CZERV261:1,,R}
=1

de esta forma, dim V' es el nimero de soluciones linealmente independientes de ®.

Fijado ty € I, consideramos el isomorfismo dado por:

7 — RN
T x1(to)
T = : — x(ty) =

TN xn(to)

Por ser @, lineal, tenemos que:

N
D, (V) = {Zc@m(@) lceERViel= ln}

=1

De esta forma, tenemos que:

D(to) = (P1y(01) | -+ | Puy(0n)) = 18(P(t0)) = 18(Po (P1) | -+ | Do ()

La matriz (®y, (1) | -+ | P, (dn)) ya es una matriz en cuyas columnas hay vecto-
res de RY, por lo que su rango es el ntiimero de columnas linealmente independientes,
y como P, (V') es el espacio vectorial formado por las combinaciones lineales de los
vectores de dicha matriz, tenemos que:

rg(®(to)) = r8(Puy(¢1) | -+ | Pro(@n)) = dim @y (V)
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No obstante, como ®;, es un isomorfismo, tenemos que dim ®; (V) = dimV, y
por tanto:

rg(®(ty)) = dim vV

Como tg es arbitrario, tenemos que:
rg(®(t)) = dimV/ vVt e I

Por lo que hemos demostrado que es independiente de .



